Ecole polytechnique de Bruxelles PHYSH301/2014-2015

Mécanique quantique I

Correction Séance d’exercices n°10: Théorie des perturbations

Exercice 1

La solution exacte du puits infini est connue. En effet, les énergies et les fonctions propres
sont :

h2m? 1 nrx
=2 Un(z) = ﬁsin (%)

En utilisant la théorie des perturbations, I'énergie du n-ieme niveau excité sera F =
E, +EY on

EY = (YalVp(@)|en)

I nmwx
= Z/o sin? <ﬁ>\/;,(x)dm

MV, [2E ., /nma
= 7 ), sin (2— d(z — L)dx
= % sin? <E>
L 2

Exercice 2

1. La matrice H peut s’écrire de la maniere suivante:

100 0 A0 0 0
0800 00 0 0
H=Ho+Hy=FEo |y g3 g|+TE|g o o _on
0007 00 =20 0

Puisque Hj est diagonal, ses valeurs propres sont simplement Ey, 8Fq, 3FE, et TE).
Les vecteurs propres eux sont

1

|$1) = |pa) = |¢3) = |¢a) =

o O O

o O = O
o = O O
_ o O O

2. Pour trouver de fagon exacte les énergies de H, il suffit de trouver ses valeurs
propres. Pour cela, on résout ’équation

det(H —nEyl) = 0
(L A= 1) By (8 = m)Bo (3= m)Eo (7 — m)Ey) — ANEZ) = 0
(1+X=n)8—=n)(n* —10n+21 —4)\?) = 0
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Les racines de la dernieres parenthese sont

10 + /100 — 4(21 — 4?2 —

et les valeurs propres sont donc
Er = (1+MNEp
E2 = 8E0
Es = (5-2V1+M)Ey~ (3—-)\)E,
Ey = (5+ 2v1 +/\2>E0 ~ <7+)\2)E0
ol on a utilisé le fait que v/1 + A2 &~ 1+ \?/2.

3. Au premier ordre, la correction de I’énergie se calcule de la fagon suivante:

A0 O 0 1
0 0 O 0 0

B = (il Hylo) =B (1 0 0 0) [ 0 0 o |l =3B
00 —2x 0 0
A0 0 0 0
00 O 0 1

B = (oo Hyléo) = B (0010 0) [ o o o oy | o] =0
00 =2\ 0 0
A0 0 0 0
0 0 O 0 0

B = (ol Hylos) = B (0 0 1 0) | o 0 o _ox||1]=0
00 =2\ 0 0
A0 0 0 0
00 O 0 0

BY = (ouHlo)) =B (000 0 1) [ o o o o | o] =0
00 —=2x 0 1

Notez que la formule a utiliser est différente si on avait des énergies dégénérées.
Au deuxieme ordre maintenant, on trouve les corrections ainsi :
2
(Gl Hylon)|

EP = Y Lo =0

0 0
m=2,3,4 Ei ) — Er(n)

car (¢m|Hpy|p1) = 0 pour m = 2,3, 4. De la méme fagon,

2

m |,
oy (Onl o

0 0

wiiha By —Ey)

car (¢m|Hpy|p2) = 0 pour m = 1,3, 4. Par contre,

2

2
oy (Onl o) |Gl los)| (onmy: e
0 0 0 0
EY — EY EY —EY  (3-T)E

m




2 2
- (GalHlo0|  [(slmle0| e
4 0 0 0 0 _ -
W BV —EY EY - EY (T-3)E

En regroupant tous nos résultats on trouve

B = BEV4+EY L EP = (14 NE,

E, = EP+EY + EY =3E,

By = EV+EV 4+ EP = (3-))E,

Ey, = EV+EVY 1+ EP = (74 \)E,

On remarque que ces valeurs sont bien les mémes que celles trouvées précédemment.

Il reste maintenant simplement a trouver les vecteurs propres

0
m | Hp
o) = 3 Mw Y
m=284 Em —
0
car (¢m|Hpy|p1) = 0 pour m = 2,3, 4. De la méme fagon,
0
(Pm|Hp|¢2) H
m=1,3,4 E, 0
Par contre,
0
(P | H, |¢3> (| Hpl¢s) 0
4 m;u ld)m) B - EY e —2/2
0
G| Hp|g P3| Hp|o 0
|¢z(11)> = 21:23 ;(0‘ ‘E(Z(? |¢m> = <E§)| ’ 4>) |¢3> = 1
e A/2



Alinis, en regroupant tous nos résultats on trouve

1
o) = 67+ = |,
0
0
) = 6 +1e) = |,
0
0
o) = o)+l =| ]
“0/2
0

o = 100 +16) | ),

Exercice 3
1. Définissons 1’état

ch ) |&n)

ol
01) = |++) o) =1[—=)  os) =|+—) oo =[—7)
Alors, I’évolution des coefficient ¢, est donnée par

d
zhE W (1) = Eney(t +ZWnkck

En effet,
cn(t) = (o] (1))



et done

R w) = H) ()
= (Holt) + W (1) (1)
(

m%(}jwwww)ww» — (Ho) + t(}jwk¢%)w
Zh—2|¢k; cr(t) = (Ho(t Z|¢k cr(t
(¢nl zh—Zm ck(t) = (onl(H Zm cult

d
ihen(t) = %;(wAHa>ww <a¢wx>ww%a0
ggent®) = 3 (0l Brlon) + (0 W0 o) x()
z’h%cn(t) = Enc,(t +Z (@l W () |0r) ci(t)
ih%cn(zﬁ) = Encu(t +§Wnk cr(t

Dans I’équation précédente, les W, (t) se calculent de la fagon suivante:

Won(t) = (on| W(2) |0r)
= a(t) (¢n| St - 52 |k)

t
= % (Pnl| S14Sa— + S1-Say + 2515 @)

Sans tous les calculer, voici ici quelques exemples du calcul de ces éléments de
matrice.

_ o)
2

— (t (—+| <0+0+2§§]++))

Q

(—+| S145— + S1-524 + 251,52, |[++)

Q

I
@]
M‘
~

S
—~

t
Wis(t) = ) (—+]S1459— + S1-524 + 2515 |[+—)

= Wm0k~ 2o
2 2

— t) h2

Q @
N[ N N



ce qui donnera au final

10 0 0

_ealt) 01 0 O
Wit)=h 4 (00 -1 2
00 2 -1

En utilisant ces résultats dans 1’équation de l’évolution des ¢, on obtient les 4
équations différentielles suivantes:

d sa(t)

ihacl = B+ h A (1)
ih%@ = FEyeo + h2?02 (2)
i@%@ = Ewg—hﬂ%Q@+Jﬂ%?q, (3)
ih%q = FEycq — h2$04 + hZ?cg (4)

En considérant que H = Hy+W = 0+a(t)S;- Sz onaque By = Ey = E3 = Ey = 0.
Alors, des équations (1) et (2) on tire

t
c1 = AeM/4 ¢y = Bell/% ou [ :/ a(t)dt

En additionnant les équations (3) et (4) on trouve

h2

ih%(63 + C4> = —Za(t)(c;:, + C4) + ga(t) (Cg + C4)

En posant c3 + ¢4 = X, ’équation différentielle devient

mixzﬁzwx = X = Dell/4
dt 4

De la méme fagon, en soustrayant (4) a (3) et en posant Y = ¢35 — ¢4 on trouve

d 3h2 n |
ih%Y = —Ta(t)y = InY = _Z_i /a(t)dt—i—C - Y — Fe-3h/4i

Pour retrouver les coefficients c3 et ¢4 il suffit d’additionner et soustraire X et Y :

CX+Y 1

; 5(Dehf/4z‘ n Fe—3h[/4i) o= X-Y 1

1 <Deh1/4i _ F6—3h1/4i>
2 2

C3

Utilisons maintenant les conditions initiales pour trouver la valeur des constantes.
At =—o0, |) = cnldn) = |¢3). Alnsi, ¢ = c3 =c4 =0et ¢ = 1. Dela on
tire que

(D+F)=1
(D—F)—0



En résumé, I’état du systeme a un temps ¢ est

1 . . 1 , '
W (t)) 5(ehl/4z 4 673h1/4z> ) + §(€h1/4z _ 673;11/41) =)
o—h1/4i %(em/m 4 e—hl/i> l+—) + %(ehl/% _ 6—3}1[/21') —1)

_ /i cos(h >|+ >+zsm< )]— )

ou l'on peut négliger la phase globale.

At= 00, il suffit de remplacer ¢ par oo dans l'intégrale I. On définit alors

J = /_OO a(t)dt

[e.9]

On peut alors calculer la probabilité

P(+=—=—+) = [{—+|v(0))”

i sin (%‘]) 2

- (%)

. Selon la théorie des perturbation au premier ordre la correction, les coefficients
évoluent comme
Calt) = by (t)e P

Il faut donc trouver ’évolution des b, (t) donnée par

L e W (DB (¢
th—bn Zk: k()b ()
240 (0)
Zhabn =0 = b, = cst = b,(t =0) = d3,
Ainsi
d . . ol h
hdtb(1)< ) ; 61w4kW4k(t)53k = 6“”43W43 = 2 a(t) = bz(ll) = ZI
car wsy = Es—Fy

n
Alors, la probabilité devient

h2
P+ = —+) = o) = 7

2x ~ 2% quand = < 1. Alors,

hJ h*J hJ > 2
in2 (22 ~ —— 1 —
sin ( 5 ) 1 s 5 <1 = /_ a(t)dt < 7

On sait que sinx =~ z et donc sin



